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1. Izracunati povrSinu figure koja je ogranic¢ena krivom:

a) elipsom x =acost, y=hsint;
b) petljom Dekartovim listom X’ +y’ —3axy =0.

Rjesenja:

a)

Slika 1: elipsa
Koristit ¢emo sljede¢u formulu:

1
P =— ¢ xdy — ydx,
25(1;15 y-y

gdje je (vidi sliku 1)

X = acost
C, =3 y=Dbsint
0<tL2r
IzraCunajmo izvode od x 1y:
dx =—asintdt
dy =bcost dt

Uvrstimo u formulu:
2z

1 1 ) )
P =— ¢@xdy - ydx=— | (acostbcost —bsint (-a)sint)dt

0

2z 27
L I(abcoszt+ab sin’t)dt :labj (coszt +sin2t)dt
29 2 9

1 1
:—ab_[ldt:—ab t
2 2

2
ﬁ]zlab(27z—0)=abn
0 2

Konacno rjesenje: P =abr.



b)

X+y+a=0

Slika 2: Dekartov list

Da bismo koristili formulu

1
P =— ¢@xdy - ydx,
Zg'y y

moramo preci na parametarsku jednacinu krive uzevsi:

y=tx, t=2
X

Vidimo da polarni radijus OM (vidi sliku 2), gdje je O(0,0) 1 M(x,y), opisuje cijelu petlju
krive kada t ide od 0 do +oo.

Uvrstimo smjenu y =tx u X’ + Yy’ —3axy =0 te na dobiveni rezultat unijeti i smjenu X = y
pa ¢emo imati:
X’ +(tx)3 —3ax(tx)=0
X (1+87)=3tax’ =0 /:x°

o 3ta

x> (1+1° )—3tax’ 0 1+t°
x? y_ 3ta
x(1+t')-3ta=0 t 1+t
y 3ta

x(1+t3):3ta FEEIRE

_ 3ta
1+7




Pa dalje raCunamo izvod za x:

3a(1+t%)-3ta (3 )d

(1+t)
dx:3a—lth _2(3;)
1+t
_ 3
dx=3a1—23tz
(+1)
teizay:
6at(1+t*)—3at*(3t?
- (1+17)-3arGr)
(1+t)’
2(1+t%)—t(3t?
dy = 3at ( )32( )
(1+t)
3 A43
1+t

43
dy = 3at2—§2 dt
(1+1)
Pomnozimo izvode sa dx i dy sa y i X, redom
3ta 2-t°

(1+t3)3a (1+t%)’ d

xdy =

R
3 3

(1+t)
3t’a . 1-2t°
= 333' 32
I+t 1+t)

y dx =9 2t21—23’3
1+r)

x dy =9a’t’ dt

dt

Sad uvrstimo dobijene rezultate:
3

Sﬁxdy ydx_—J' 9a’t? 2= t3 9a’t> 2:3
(1+1%) (1+t%)

3 2 © 3

(1 t) 2% (148

dt =
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Zadaci za vjezbu

U %adacima 3861 — 3868 pomocu krivolinijskog integrala izragunati
povrdinu oblasti ogranitene datim zatvorenim krivama.

3861. Elipsom x=acost, y=>bsint.

3862. Astroidom x=acos’t, y=asin’t.

3863. Kardioidom x=2acost—acos2t, y=2asint—asin21.
3864*. Petljom dekartova lista x*+ y*—3 axy=0.

3865. Petljom krive (x + y)?=xy.

3866. Petljom krive (x+y)*=x2y.

3867*. Bernulijevom lemniskatom (x2+ y?)?=2 a?(x2—?).
3868. Petljom krive (x+Vy)12=xy. -

Rjesenja

3 . - B B
3864*. y a®. Preéi na parametarske jednadine krive, stavljajuéi y=tx.

1 X .
3865. —-. — *. 242, Staviti y=-
so- 3866 3i5- 3867 24% Staviti y-xtgr.

1 .
3868*. - Staviti y-’xt’._ ‘
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Zadaci za vjezbu

h 1r'regrala
U zadacima 3831 — 3835 uveriti se da su vrednosti dati
uzetih po zatvorenim konturama, jednake nuli bez obzxra na oblik funkcija
koje ulaze u podintegralni izraz.
3831 [¢ () dx+} () dy. 2. [f(y) (ydx+xdy).
L L

Y\ xdy—ydx
3833. Lf f(x) e,
3834. [ f (x+y) + f (x—p) dx +[f (x+ y)—f (x—y)] dy.
3835. [f(+)2+2) (xdx+ydy+zdz).
L

xdy—ydx
x+y

3836*. Dokazati da integral f

J

obllaienja po bilo kojoj zatvorenoj konturi koja-obuhvata koerdinatni po&e-
tak, ima vrednost 2.

, uzet u pozitivnom smeru

xdy—ydx

3837. Izradunati [
J  x2+4y?

duZ kruga x2+)?=1u pozftivnoin smeru
L

obnlaienja

U zadacima 3838—3844 izratunati krivolinijske integrale totalmh dife-
rencijala.

() @n
3838. [ ydr+xdy. 3839. [ Zxpdx+xidy.
(-1,2 0, 0) )
3840. f xd):+y &y (koordinatni poletak ne leZi na putanji mtcgracue)
A x24y?
(?,)
3841, i;"xz—’}’i”, pri Semu tatke, 2, § Py lete ns Koncentritnim kru:
(Pl)

govm &iji je zajedni¥ki centar u koordinatnom - poEetkn, a poluprcémcl su
im R, i R, (koordinatni poletak ne leXi na putanji integracije).

@13 . . N 3836*. Primeniti Grinovu formulu
3842. f xdx—y*dy+zdz. . 5 na dvostruko povezanu oblast,
a, -1, . ogranifenu zatvorenom konturom
3.2 L1 l?ilo kakvim krugom )
3843, . 2 dx+ 20 d dz. &iji je centar u koordinatnom
(1.4. S)‘y XrExayyxydz potetku i koji ne
.31 - preseca _konturu L.
s I " ‘ o ) ¢ s
3844. xdy+xy dz:y zdx (putanja integracije- ne preseca povriinu 3837. w. 3838 8. "
7,.2,3) (x=r2) 3839. 4. 3840. ln—
Z=—]1. ’ '
y 3841. x,—R.. 3842, T’
U zadacima 3845—3852 naéi funkcije &iji su totalni diferencijali zadati. 3843. 0. 3844, ___:__
. du=x2dx+y*dy.
3845 y:dy sas. w23 0
3846. du=4(x>—y*) (xdx—ydy). 3
3847, du (x+2y)dx+ydy 3846. u—‘(x’—‘f)’w;
(x+y)2 3847. u-ln]x+y|—m+c.
3848. du= ———— dx (’M’l xz+yz) y. asas, u= X3V o
ey o iy >
y
xX— 3849, u=In | x—y|+—+
3849, du=|*=2Y 1« dx+[ —y‘] | l==yi+5
(62 —x)? 64 —x)? + f_.r..p C
. ) . 2 3 :
- 3850. du=(2x cos y—)* sin x) dx + (2 cos x—x*sin y) dy. 3850. u=x2cosy+)y*cos x+C.
2x(1—e’) y—1
3851. du= ( + l)dy. e
- (1+x? 1+x B w-Tmtrre

Rjesenja




_By—x)dx+(y—3x) dy
(x+y)? '

.7 3853, Odrediti broj n tako da izraz

3852. du

F=Pdx+ 4N puge totalni
2+

diferencijal, i naéi odgovarajuéu primitivnu funkciju.
3854. Odrediti konstante a i b tako da izraz

(2 +2xy+ax®) dx—(x2+ 2 xy + by*) dy
2+ y)?

bude totalan diferencijal, i naéi odgovarajuéu primitivnu funkciju.

U zadacima 3855 — 3860 naéi funkcije &iji sv totalni diferencijali zadati.
=dx+dy+dz. 3856. du=xdx+y4y+zdz

Cx+y+z Vx2+y24 22
_ yzdx+xzdy+xydz
1+x2y222 )
_2(zxdy+xydz—yz dx)
(x—y2)* '

_dx—3 dy+ 3y—x+2

z 22

Y y

% (e (x+1) * e+ 1)
3860. du=e'dx+(——-——-—-+ze’r)dy.;.(_%__z.,.yen_},e—s)dz_

Rjesenja

3852, u=
“ (x+y

3854. a=b=—1, u=

3855. du

3857. du

3858. du

dz.

3859. du

1
+C. 3853. n=1, u-—z—ln(x’+y’)+arctgl+c_
. : ) x «

xX—y

x2+y?

3856. u=Vx+y'+22+C. 3857. u=arctgxyz+C.
2x x—3y 2z

+C. 3859. u= —
—yz 7 ’+2+C.

+C. 3855, u-ln|x+y§-z[+c,

3858. u=

y v
3860. u=e® (x+1)+erz—e—:,





